1. BekTopcku npoctopu. JInHeapHa 3aBMCHOCT, 6a3uc u

AMMEeH3NOHAaNTHOCT

Jenan ox mpenMera m3ydyaBama OBOT Kypca Omhe yommtaBame oapel)eHuX 1mojMoBa
KOJH JIS)KE Y OCHOBU KJIaCUYHE aHaju3e. Y OBOM IOTJIaBJby Ouhe neduHuCcaH 1mojam Bek-
TOPCKOT MPOCTOpa, Kao MPUMEpP ancTPAKTHOT mpocTopa (TepMuH ancmpaxman Ouhe

TIOHEKA]l 130CTaBJbaH), IITO O OMO CKYII 1aTe MaTeMaTHIKE CTPYKTYpE.

OCHOBHM €JIEMEHT alCTPaKTHE ajureOpe jecTe CKyNm amncCTPaKTHUX MaTeMaTHYKHX
o0jekaTa Ha KojuMma je nepuHucana oapehena onepanuja. Pagu ce npe cBera o 6unapnum
onepayujama®, xoje mosesyjy ypeljeHe mapoBe MaTeMaTHUKHX o0jekara ca OAroBapajy-
hum pesynraruma onepanuje

a+b=c, a-b=c, ab,c,deR.

Moxe ce younTH Jja rope HaBelleHe orepaluje oapel)eHnM eneMeHTuMa 1aTor CKyma
IPHUIPYXKY]Y €IEMEHTE UCTOT TOT CKYIIA.
C npyre cTpane, mpuMep yHapHE ornepalje Ouino O, perumMo, KOMIIEKCHO KOtb)Y2o-

garwe. Z=X+1y, 7*=X—1Yy.

Mel)y ckynoBuma ca jeTHOM OMHApHOM OIepallijoM Haj3HAYajHU]e Cy IpyIIe.

! Bunapna omepamuja je cBaxka dyrkimja u3 SxS y S, Tj. cBaka ywympawma onepayuja (CUHO-
HUMU. aneebapcka onepayuja, Komnosuyuja), Koja oBe3yje IBa eaeMeHTa n3 JlekapToBor npon3Boa aBa

Herpas3Ha ckyna S ca TpehuM exeMeHTOM M3 TOT UCTOT CKyma S .
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Puctuh: ENEMEHTU MATEMATUKE ®U3NKE

HNepununmja 1.1. ['pyna je ckyn G ancrpakTHUX MaTeMaTHYKUX O0jekara, Ha KOMe je

neduHrcana jeHa OMHapHa omepaiuja, Hip. O, 3a Kojy Baxe ciefehe ocodnHe

1)  acoyujamuenocm

aO(pOy)=(aC p) 7, apyeG,
Il) mocrojame Heympannoe eremenma
aGe=eaoa=a, a,eec@,

I1l) mocrojame ursepsHoe enemenma

aop=pCa=e, a, p,ecG.

AKO TpyIa ©UMa ¥ YeTBPTY OCOOUHY:
IV) komymamuenocm
aQyr=yQa, a,yeG
OHJIa ce OHa Ha3uBa Abenosom (KomymamusHom) TPYIIOM.
Ipumep 1.1.1. Cxyn cBux peannux OpojeBa R 0e3 Hyne oOpa3yje AOenoBy Ipymy
G ={R\{0},-} y omnocy Ha GunapHy omepauujy oGMuHOr MHOXKEma Opojesa; 1 - Hey-
TpasHu (jeIMHUYHK) €JIEMEHT, 1/X - HHBEP3HH eJIEMEHT.

IMpumep 1.1.2. Ckyn cBux nenux o6pojea Z obpasyje AdenoBy rpyny G={Z,+} y
OJIHOCY Ha OMHAPHY Omepalrjy oonyHor cadbupama; 0 - HeyTpaaHu (HyJITH) €IeMEHT, —Z
- UHBEP3HH CJICMCHT.

Koutpa-npumep. Cxyn cBux npupoaHux OpojeBa N He oOpasyje rpymny y OJHOCY
Ha OMHapHy omepalujy caOupama, Oyayhn ga HHCY 3aJ0BOJbeHE akchoMme 1) u iii)

nepunnnuje 1.1.




1. BekTopcku npocTopu

HNepunuuuja 1.2. Cxkyn F xome cy mpuapyxeHe nBe OWMHApHE orepariuje {]F, ®, @}
Ha3WBa CE N0/beM aKO BaXKH
1) ypehenu map {IF ®} npeacTaBiba Abenogy epyny 4vju je HeyTpadHU (HYJITH)
eemerT O ;
1) ypehenu map {F\{O}, O} npencTaBiba A6enosy epyny 4dju je HeyTpaiHu (jeau-

HUYHU) eJieMeHT 1;

li) 3axon oucmpubyyuje: aO(fRy)=a0pf®a y, a,p,yel.

Ipumep 1.2.1. Tlospe peanmrux OpojeBa R ca OwmHapHMM ormepaldjaMa OOHMYHOT

cabupama 1 MHOXKEHA.

Ipumep 1.2.2. [Tosbe kommiexkcHux 6pojeBa C ca GunapHUM onepairjama 0OMYHOT

cabupama 1 MHOXKEHaA.




Puctuh: ENEMEHTU MATEMATUKE ®U3NKE

HNepununuja 1.3. JluneapHu BeKTOpCKH IpocTop V jecTe OMIIO KakaB CKyNl MaTema-

TUYKHX €JIeMeHaTa UCTE BPCTE, 3a Koje cy nedunucane cienehe anredbapcke onepaiuje

@ - cabuparve sexmopa (yoOU4ajeHo je J1a ce eIeMEHTH CKyla V Ha3uBajy 8eKmop-
uma)

o - MHOJICerbe sekmopa ckanapom (ckanapu cy eneMeHTH mosba I)

ako Va, el u V‘V1>,‘V2>,‘V>EV2B3)KI/II[3

) {V, @} uMa CTPYKTYypy Abenose epyne

ii) {F,+,-} uma ctpyxrypy nomwa

i) ao ( Po |V>) =(a-p) |V> - acoyujamugHu 3axon (y OJHOCY Ha MHOXEHE BEK-
TOpa CKaJlapoMm)

V) ao (‘V1> @‘Vz» =ao|V,)@a |Vv,) - oucmpubymusnu 3axon (MHOXKEHA jeIHIM
CKaJIapoM 301upa BEKTOpa)

V) (a+pf)e ‘V) =ao ‘V) @ L ‘V) - oucmpubymusnu 3axon (MHOXEHa 30MpOM CKa-
Japa JeIHOT BEKTOpa)

vi) 1o

V> = |V> - JEAMHUYHY €JIEMEHT 10Jha UCTOBPEMEHO j€ U JEIUHUYHU €TIEMEHT Y

OIHOCY Ha MHOKCHC BCKTOPa CKaJIapOM.

Tpeba ucrahm na ce oapemHUIIA »IMHEAPHUK KOja je TIOCIeaUIla akcuoMa V) u V)
ropme JeUHHIHjE BPIIO YeCTO 30cTaBiba (y OBOM Kypcy yBek he OUTH peun o TuHeap-
HUM BEKTOPCKUM mpocropuma, JIBIT).

Hanomena: xoj oBJie yBeJ€HOT TI0jMa JJUHEAPHOT BEKTOPCKOT IIPOCTOpa HEOUTAH je
TUIT MAaTEMAaTHYKKX 00jeKaTa, Kao HU KOHKPETHH BHJI IIpaBUiia cabupama BEKTOpa U MHO-

KEHa BCKTOpa CKajllapoM, jGI[I/IHO je BA’)KHO Ja IMOMCHYTA IIpaBUjid BaI[OBOJBaBajy I[C(bI/I-

2
Ckanapu he OuTH 03HaUYaBaHU MaJlUM CJIOBHMMA rpukor andadera, a BEKTOpU UCKIbYYUBO CUMOOIOM

Jlupakose HoTauuje |v) ; y cilydajy Buile BekTopa, cuM60s1 he GUTH MHIEKCUPaH TIPUPOIHUM GpOjeM.
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1. BekTopcku npocTopu

HULIMOHE akchome. Pernmo, moswe {IF +, } MOKE MPEJICTABIbATH MOJbE PEATHUX, Alld U
M0Jb€ KOMILJIEKCHUX OpojeBa.

Ipumep 1.3.1. Knnacuunu BeKTOpU y TPOAUMEH3UOHATTHOM ITPOCTOPY:
V= (51’ 52! 53) :

[TomenyTu mpocTop o3Hauasa ce ca R® umu ca B (y npumepy 1.3.2 6uhe jacHuju
pasJior 3a OBaj HAUMH O3HAYaBama, HapaBHO, TPOjKa y MHACKCY jacHaA je cama 1o ceOu -

TO je Gpoj AMMeH3Hja’ IpocTopa), a HasuBa ce EVkiudosum npocmopom.

Hpumep 1.3.2. Ckyn C"=CxCx. x , rme x osnauaBa Jlekapros (Descartes)
WM JUPEKTHHU MPOM3BO/I CKyIoBa (omepaliija ce moHaBba N—1 myra); To je ckym ypehe-

HUX N—TOPKU KOMIUICKCHHUX OpojeBa: |V> =&, 8,08, £€C, i=12,...,n. Cxyn
C" y ogHOCY Ha cabupame BEKTOpa H MHOKEHE BEKTOpA CKalapoM, JaTHX Kao

V)®|V,) =+, & +n,,.... 8+,
| l> | 2> (é:l 771 52 772 5 77 )’ vaec’ \VI|V1>,|V2>E n (11)

ao|v>:(a§1,a§2,...,a§n)
npejcTaBiba jeJlaH BEeKTOPCKH mpocTop. Heyrpanuu (HynTu) BEeKTOp je |O> =(0,0,...,0)
JIOK j€ MHBEP3HU BEKTOP BEKTOpa |V> yIIpaBo —|v> =(-&,-&,....—&,).

Amnanorso ce aedununre npoctop R". Taga R® npeacrassa Eyxnnmos mpoctop.

Ipumep 1.3.3. Ckyn marpuiia TMa MxN 9AHA BEKTOpCKH mpoctop F™ (jeaHum
cumboIIoM TipesicTaBibern npoctopu R™ u C™). 3ancra, ako cy MaTpHIle U3 TOT CKyIia

nare kao: -~/ =[a;] u .~ =[b;], umamo:
ac./ ®Po.v=ac[a;]®p [b]l=[ag;]®[pb]=[aa;+pb]eF™.

Hanomena: O0paTuTH Naxiby HA YMbeHUIy 1a je ™ =F" .

% OBJie ce KOPHCTH MHTYHTHBHA IPEACTABa O MOjMY AMMeH3mje, Koju he y moTnmoraassby 1.2. 6utH

cTporo aeduHHCaH.



Puctuh: ENEMEHTU MATEMATUKE ®U3NKE

Mpumep 1.3.4. Ckyn L° cBux GeCKOHAYHMX HH30Ba ‘V) =(&,¢,,...,&,,...), TakBHX

Jla BaXKU U3pa3

;|§i|p<w.

I'opwu ycioB moTpeban je 300r 6eckoHauyHOT Opoja caOupaka, YuMe C€ y OBa pas-

MaTpama yBojie MpoOieMH KOHBEpreHIyje. Y3 Taj ycloB, U3pa3u

|V1>@|V2>:(€1+771’§2+772""’§n +170,--)

ao )= (@ @yt )
UMajy CMUCIIA.

JacHo je ma ce pamgm o yommrenum obmuimMa dopmyna (1.1) uz C", oxHocHo, 1mo
Kpaji0j MepH, penannja uz R°.

Jla Ou OmiI0 TMOKa3aHO 1a je ckyn L’ JuHeapHH BEKTOPCKH IPOCTOP, MOTPEOHO je
caMmo IMOKa3aTH Ja je OH 3aTBOPEH y OJHOCY Ha caOuparme CBOjUX eleMeHara (BeKTopa) -
OCTaJIO 1O aHAJIOTHjU clieau Ha ocHOBY mpumepa 1.3.2. 3a Taj mocrynak motpebHa je
penarja MunkoBckor 3a cyme (Bumetd Mymuiku, Munuh, Mamemamuuke ocnose

meopujcke guzuxe [3] u Ampanuuh, Y600 y pearny u ¢pynxyuonanny ananusy, [7])

o |-
o |-

(S17-ar)" <{Snr ]

Hexka cy cana |v,),|v,) € L?, rana je

+{§n:|5i|p} , p=1 (1.2)

i=1

050|V1> ®ﬂo|vz>:(a§1+ﬂ7711aéz'*'ﬂﬂzw-:aén +B1,, ),

TC Tpe6a CaMO YTBPAHUTH KOHBEPrupa Ju ACCHA CTpaHa I'OpmEe jeI[HaKOCTI/I. Ha OCHOBY

penaruje Munkosckor (1.2) ouhe

st} st fn

1 1 (1.3)
“Jal{3Iar | 8l Slnp |
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1. BekTopcku npocTopu

Kako y narom mpumepy N —» oo, To necHa crpana ¢popmyne (1.3) curypHo KOHBEp-

IMpa, a CAaMHUM TUM KOHBEPIHPA M IbeHa JIeBa CTpaHa; 3aKibydak: ao|V,)® Bol|v,)eL’.

Ipumep 1.3.5. Ckyn C[a,b] cBux pynkumja f = f(t) nepunrmcanux u Hempexu-
HUX Ha cerMeHTy a <t <b. Cabupame y 0BOM CKyny je yoOndajeHO cabupame QpyHKIIHja
(30up nmBe HempekuaHe (YHKIMje M caM je HempekuaHa (YHKIHja), TOK je& MHOXKEHE
(GyHKIMja cKajJapoM YCTBapH yOoOHUajeHO MHOXEH¢ (PyHKIH]ja OpojeM (Mpou3BOI HElpe-
KuaHe QyHKIUje U Opoja u caMm je HerpekuaHa (QyHKIIHja).

buhe HaBenena nBa mormnpocropa Bekropckor npocropa C[a, b] (npenusuuja nedu-
HUIMja MOTHIPOCTOpa JAaTOI BEKTOPCKOT MpocTopa Ouhe nara HEeITo KacHuje, y MorJjaB-
by 7).

[P*[a, b] - ckymn cBuX monMHOMA HajBHIIE K — TOT CTENEHa;

C[b—a] - ckyn cBux nepuoanuHux GyHKIHja ca nepuogom b—a.

Ipumep 1.3.6. Ckyn CP(a,b) cBux HenmpekuaHUX QYHKIH]jA YHjH HHTETPA
b
j| f(t)|"dt, p>1
KOHBEPTUpPa, OTHOCHO
b
CP*(a,b) :{f(t): j| f ()| at <oo}.

Ckym je 3aTBOpPEH y OJHOCY Ha cabupame QyHKIIH]ja, KOje je OMHapHa orepaiuja, Te
je ped o TMHeapHOM BEKTOPCKOM IPOCTOPY.

KonTpa-npumep. Ckyn cBUX MOJMHOMA K —TOr CTerneHa; HauMe, 30Up JBa TakBa
MIOJTMHOMA MO>KE€ MMAaTH CTEIeH MamH o1l K, Te crora cabupame eleMeHara CKyra HHje

OuHapHa orepanuja, 3Hauu Ja HUje y UTakbYy JUHEAPHU BEKTOPCKH MPOCTOP.

VY Toky u3narama OBOT' Kypca, Ouhe HEONXOAHO PaJUTU Ca JeIHOM jOIll arCTPaKT-
HUJOM CTPYKTYPOM HETO IITO j& BEKTOPCKU MPOCTOp; cTora he oHa Outu neduHucaHa Ha

OBOM MECTY.



Puctuh: ENEMEHTU MATEMATUKE ®U3NKE

HNepununuja 1.4. Jluneapau BekTopcku npocrop A Hang nmosbem [ mocraje areeopa c
jeounuyom Hag nojbeM [ axo je

1) y JIMHEapHOM BEKTOPCKOM MpocTopy A neduHHCcaHa joIl jegHa OMHApHA OIle-
panuja Koja ce Ha3uBa MHOMNCERE. |V1> O |V2>, v |V1>, |v2> € A, ca ciienehum oco-

OnHama
(V) olv,))olva) =[v)¢ (|v,)  |Va))- acoyujamusnocm
Vi) O(|v,) ®[V,)) =|v,) OV, ) ®|v,)  |Va) - Oucmpubymusnocm y ommocy ua ca-

oupame

TLTyC 000amua 0coouna
as(|v)0Iv,))=(aw))Olv,) =) (a |v)), VaeF, V[v).|v,)eA;
ii) y mpoctopy A mocroju BekTop |i) Koju ce Ha3sMBa jedunuyom, Uuja je KapaKTe-

pUCTHYHA OCOOMHA

iYolv)=pc [i)=]). v)ea.

Cana he Outu nokaszana cieneha Teopema:

Teopema 1.1. Y npou3BoJbHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY BAKHU

1) IIpowu3Boj IPOU3BOJEHOT €IEMCHTA |V> OMEHYTOT mpocTopa u O6poja 0 jemHak
j€ HYJITOM €JIEMEHTY ‘0)

2) VHBep3HM €IEMEHT OWJIO KOT eJIeMEHTa |V> MPOCTOpA JeTHAK j& TIPOU3BOIY TOT

eneMeHTa u Opoja —1.

Hoka3s.
1) Heka je |V> MIPOU3BOJBLHU €JIEMEHT IMPOCTOpPa, JIOK j€ ‘\7) HBEMY HWHBEP3HH €lie-

MeHT. Tana je




1. BekTopcku npocTopu

02 )= 0¢v) @]0) = 0:[v) &((v) 8[)) (0 )@ |v))|v)
- (0:])@1: )@ ]9 = (0+)+[v) ©]7) =1 [v)@lv) =)@ V)=o)

OJHOCHO

2) Heka je |V> IIPOM3BOJbAH EJIEMEHT IMPOCTOPA, JIOK je |\7> =(-1)o V>. Omnpa je

V@[ =)o (-

Vy=1o|V)®(-Do|v)=(1-1) |v)=0 |v)=]|0)
TE j& OUMTIICAHO /1A je |\7> =(-Do |V> 3aMCTa MHBEP3HHU CIIEMEHT OJ1 |V>

Q.E.D.
1.1. JinHeapHa 3aBUCHOCT

[lojam 6asuca npocropa Beh je MOMUBbaH y OKBUPY €JIEeMEHTapHUX KypceBa MaTeMa-
tuke (y ciIy4ajy KJIaCHYHUX BEKTOPa CBOJM CE Ha OPTOBE), ajii he OBJe MITaK OUTH HaBe-

JICHO HEKOJIMKO MPETMMUHAPHUX TI0JMOBA.

HNepununuja 1.5. Jluneapna kombunayuja eneMeHaTa U3 BEKTOPCKOr mpocropa V Haj

nosbem F {|Vi>: =1, n} jecTe cyMma Mpou3BOjia TUX eJleMeHaTa U MPOU3BOJbHUX OpojeBa

u3 nmoJpa [F

Zai|Vi>:0:1|V1>+a2|vz>+...+an|Vn> (1.4)

rae cy o, Q,, .., 0, OWIo Koju OpojeBH U3 mosba I, Ok ce BpeAHOCTH CyMalMOHOT

uHaekca kpehy on 1 o n.




Puctuh: ENEMEHTU MATEMATUKE ®U3NKE

HMepununuja 1.6. Enementu ckyna BeKTOpa {‘V,)} U3 BEKTOPCKOI MIpocTtopa V Haj

nosbeM [ runeapno cy nezasucnu xana je nuaeapna komOunaruja (1.4) jennaka HyaTOM

eJIEMEHTY IPOCcTOpa V akKo M €aMo ako ¢y o =, =...=q, =0, 0JHOCHO aKo (popMyJa

> a|v;)=|0) (1.5)

uMiunnupa gaje o, =0, Vie{l 2,...,n}.

Enementapuu craB. Axo ce mely Bekropuma {‘VI>} Haja3u HYJATU BEKTOp, TH

BEKTOPU CACBHM CHUTYPHO J€Cy JUHEeapHO 3a8UcHU. 3alCTa, aKo je ‘V1> = ‘0) cienu na je
o, #0, Te yak u ako je a,=...=¢, =0, npema ae¢punauuuju 1.6. ckyn je JuHEapHO

3aBHUCaH.

Teopema 1.2. [la 61 CKyIl HEHYJITHX BEKTOPa {|vi>: i :L_n} 13 BEKTOPCKOT mpocTtopa V

HajJ nosbeM [ Omo nuHeapHO 3aBHCaH, MOTpeOaH U JOBOJbAH YCJIOB j€ J1a JelaH Of TUX

BCKTOpa 6YI[C JINHCApHa KOM6I/IHaL[Hja OCTaJIMX BEKTOpPaA.

Jloka3s.

Ilompebrocm: Heka cy eneMEeHTH CKyla {‘v,)} JUHEAPHO 3aBHCHHM, Tj. HEKa BaXKU
jennakoct (1.5), y kojoj je 6apeM jemaH ox OpojeBa ¢ PasAMUUT 0 HyJE, PELUMO IPBH:

o, #0. Axo ce popmyna (1.5) nomenu ca ¢, cnean

o, a, a,
— V) =— N 1.6
ol =2E) o T2 ) (16)

a HaKoH yBohemwa o3Haka: 4, =a, /..., A, =, /o, , nobuja ce u3pas
Vi) =24, Vo) 4.+ A, |V, (1.7)
3Haun fa ce BEKTOp |V;) MOXe NPEACTABMTH Kao JMHEapHa KOMOMHALMja IPEOCTAIHNX

HEHYJITUX BEKTOpa |V2> ,...,|Vn> JaTOT CKyIIa.
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1. BekTopcku npocTopu

Jlosomnocm: Heka je jeqan oa BEKTOpa, HIIP. ‘V1>, MPEICTaBJbEH KA0 JIMHEApHA KOM-

ounanuja ocranux, popmysom (1.7), kojy je moryhe npemnucatu y o0OauKy
(D[V)+ A, |Vv,) +...+ 4, |v, ) =0). (1.8)
bynyhu na meby OpojeBuma (-1), 4,,..., A, cBakako HHCy CBH jeAHAKH HyIH, TO
dopmyia (1.8) nzpakaBa rHEApHY 3aBUCHOCT BEKTOpa ‘Vi> :

Q.E.D.

Kopoaap. Axo je HEeKu MOJCKYIl CKyma {‘VI>} JIMHEApPHO 3aBUCAaH, OHJIA j€ YUTaB MOMe-

HYTH CKYII JINHEAPHO 3aBUCAaH.

Heka cy BekTopu |V2> eees |vn> JMHEAapHO 3aBUCHU; Ta/1a C€ MUIIEe
a,|Vy)+... e |V, )+, =|0).
Y ropm0j popMysn 1o AeGUHULIA]A HUCY CBH CKANApU C,,..., O, JEAHAKH HYIH, CTOra,

4aK U aKo UM ce goja ckanap ¢ =0, u nasee Baxku popmyna (1.5).

W3 tor pasnora ce OecKOHaYaH CKYN BEKTOpa CMaTpa JUHEAPHO 3A6UCHUM, AKO TIO0-
CTOjU HETOB KOHAUYaH IMOJICKYN KOJU J€ JUHEApHO 3as8ucan; ¢ Apyre cTpaHe, OECKOHa4YaH
CKYIT BEKTOpA j€ JUHeApHO He3d8UCaH aKo je C6aKU FHETOB KOHAYaH IMOJCKYIl JUHEeAPHO

HE3A6UCAH.
1.2. [lnmeH3unja nnHeapHor BEKTOPCKOr npocTtopa. Nojam 6asuca

Mapna je no caga kopuiiheH rnojaMm JUMEH3UOHATHOCTH JIMHEAPHOT BEKTOPCKOT Mpo-
CTOpa CXBaTaH MHTYMTHBHO, JIOIIA0 j€ TPEHYTAK Ja OH Oyle Mpenu3Huje AepuHuCcaH,

YOIIIITaBakEM TPOJUMEH3UOHAIIHOT CIIy4aja.

HNedununuja 1.7. JluneapHu BEKTOPCKHU MPOCTOP j€ N— OUMEH3UOHANAH, AKO Y HEMY
MIOCTOjW HAjBUIIIE N JIMHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOPA, JIOK j€ CBaKM CKym o7 N+1 BekTopa
CUTYPHO JIMHEapHO 3aBHCaH. AKO je Opoj JUHEApHO HE3aBUCHUX BEKTOpa OECKOHAYaH,

JIMHEAPHU BEKTOPCKU MPOCTOP j€ HECKOHAUHO-OUMEHIUOHALAH.
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Puctuh: ENEMEHTU MATEMATUKE ®U3NKE

OuurnenHo je aa ce mojaM IMMEH3Hje MOXKE JIAKO YOIIITHTH, T€ je MoMohy mera
Moryhe nepuHucCaTH W HEMITO y TO] MEPU alCTPAKTHO Kao IITO Cy TO OECKOHAYHO
JIMMEH3HOHAIHH TpocTopH”. HamMe, y OKBHpY OBOT Kypca, IPOCTOpP CE CXBAaTa HAIPO-
CTO Kao CKyIl ojipeheHe MaTeMaTHdKe CTPYKType, Te Ta Huje moTpedbHo (HuTh Moryhe y
ciydajy n>3) Hu 3amuciutd. byayhu na ce y Teopujckoj ¢pusnim yecto Oapara ¢ Tak-
BHUM aliCTPAKTHUM MOJMOBHUMA, 0J1 cajia he, TaMo rie je To Moryhe, moja mpocTopoM OUTH
NOpa3yMeBaH HErOB KOHAYHO-AMMEH3HOHATAH M 0€CKOHAUYHO-TUMEH3HOHAIAH CIIy4aj;
Kaaa To He Oyme moryhe (kama pasnukoBame Oye HEOMXOAHO), To he yBek OUTH mo-
cebHo HarnamieHo. 30or tora he ce y nedununuju 6azuca npocTopa KpeHYTH O] ojMa

JqurHeala.

HNedununuja 1.8. Jlunean je moackyn oapeheHor muHeapHOr BEKTOPCKOT MpocTopa V ,

TakaB Jla je 3aTBOPEH Ha omepalje cabupama BEKTOpa ¥ MHOXEHhAa BEKTOpa CKajlapoM

KOHa4aH Opoj myTa, OJTHOCHO TO j€ CKYI CBUX €JeMeHara ‘V> eV, maTux Kao
Vy=a|e)+a,|e)+...+a,e.);
u300p cKanapa o, Q,,..., Q, J€ IPOU3BOJbAH, JIOK € CKYII |e1>,|e2>,...,|en> eV June-

ApHO HC3aBUCAH.

OsHaka 3a JTMHeall HaJl JaTUM CKYIIOM je ]L(|el>, &) |en>) :

IIpumep 1.8.1. V cnyuajy KIacuuHHX BEKTOpa, jenaH jauHean ou 6uo IL(E€,E,), a
CauMm-aBay OM ra CBM BEKTOpH THIA: V =46 +,6,, oy, a, €R.

IIpumep 1.8.2. JIunean Hajg OECKOHAYHO MHOI'O JIMHEAPHO HE3aBUCHUX HEMPEKUJI-
HUX (QYHKIIH]a: |v1(t)> =1, |V2(t)> =t, |V3(t)> =t?, ..., y mpoctopy C[a,b] ckym je cBux

IIOJIMHOMA.

* V caBpemenoj ¢usumm ce Gapara B ca MpPOCTOpMMA KOjU HeMajy Lenobpojue mumemnsuje. Hmp. y

¢busuim ppakrana Xaycaopdona (Hausdorff) qumensuja moxe nznocutu 2/3, uta.
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1. BekTopcku npocTopu

JMepununuja 1.9. (mpBa nepununmja 6asuca) Ako ce JauHealn ]L(|el>,|e2>,...,|en>)

HaJd JaTHM CKYIIOM JIMHCAPHO HC3aBHUCHUX CJIICMCHATA IIOKJIAIlla Ca HCJIMM JIHMHCAPHHUM

BEKTOPCKHUM MPOCTOPOM V Kaxke ce JIa TH €JIEeMEHTH 00pa3yjy MpoCTOp; y TOM CIyuajy,

CKyTI {‘el>, &), ‘en>} 4uHU O6a3zuc npocropa V.

Jlpyraumje pedeHo, 6a3uc je 1uHeapHo He3asuUcan CKyn Koju oopasyje npocmop.

To na eneMeHTH cKyna {‘el>, &), ‘en>} 00pa3yjy MpoCTop y CTBApH 3HAUM Jia Ce

y KOHa4HO-/IMMEH3NOHAITHOM CJIy4ajy MOXKE CBAKH €JIEMEHT NPOCTOpa HanucaTu y o0iu-

Ky

V)=&le)+éle) o+ le) =Y &le). (L.9)

Hamomena: 1 y OeckOHa4YHO-IMMEH3MOHATHOM CIIy4ajy IOCTOjH HEIITO CIIMYHO,
anu ga O0u To OWIIO MOKa3aHO Mopa ce, 300r mpobiieMa KOHBEpPreHIrje, A0Ka3aTu Teo-
pema Puc-®urmiepa (Riesz-Fisher, moriiaBibe 4).

WNuade, BEKTOPCKH MPOCTOP JECTE KOHAUHO-OUMEH3UOHANAH aKO UMa KoHauau Opoj
0asucHUX BekTOpa (y TOM cllydajy ce Opoj 0a3MCHUX BEKTOpa M JTUMEH3HMOHAIHOCT I10-

KJIarnajy), y IPOTUBHOM j& OeCKOHAYHO-OUMEH3UOHANAH.,
dopmyna (1.9) Ha3zuBa ce U pasziazarbem 8ekmopa |V> no 6asucy {|ei>: i=1n }, a

Takohe MOXe MOCIHYKUTH U Kao Apyra nepununmja 6azuca. Taga ce OpojeBu &

., TI0
AHAJIOTHJU Cca TPOJMMEH3UOHAIHHMM CllydajeM, Ha3uBajy xoopounamama (Dypujeosum

Koeghuyujenmuma) BEKTopa |V> .

1.3. 'somopdHOCT BEKTOPCKNX NpoCcTOpa

['maBHa mpenHOCT yBohema IMHEapHUX BEKTOPCKUX MPOCTOpa YOIIITE, a Y GU3UIHN
moce6Ho, jecte mHUX0Ba Mel)ycobHa uzomopdrocm® - Ta ocobura omoryhasa ma ce mog

oJipeheHnM yCIIOBUMA MpeEJia3y U3 JeTHOT MPOCTopa y APYTH, Ja OU ce TaMO Ha jeTHOCTa-

* I'pukn 1000 - ucmo, popdn - obnuk; nsoMophaH 3HAUM HCTOT 0OITHKA, a MOTIIO O ce peliut 1 HeTnxX

ocobOuHa.
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Puctuh: ENEMEHTU MATEMATUKE ®U3NKE

BHUJU HAUMH TOOUIM oAroBapajyhu pe3ynTaTH, a KOju Bake Y CBUM H30MOP(HUM Mpoc-

TOpUMA.

JMedpununuja 1.10. Hexa cy V(F) u V*(F) mBa BekTOpCKa IpOCTOpa uHje eIeMEHTE

nosesyje bujexyuja’ f : |V># = f (|v>), V)eV, |v># e V¥, TakBa na je

f (alo|v1>69 a,0|V,)) =y f (|v1>)€r) a, f(|v,)),
OZHOCHO TaKBa J1a BaXXH U3pa3
V) elv,) o [v) e |v,),

rjie ® 03HAauaBa OMHAPHY OMEPAIHU]y YHympauirbe Komnosuyuje y npocropuma V u V*;

y3 TO
ao|v><—>ao|v)#.

Tana ce oBakBa OMjeKIMja HA3UBA UZOMOPDUIMOM.

Kopuctu on uzomopduzama OGuhe u3HeTe y OBOM M HapeIHHMM TIOTJaBJbUMa Ha
JETHOCTaBHH]EM CIIy4ajy KOHAYHO-AMMCH3UOHAIHUX JIMHEAPHUX BEKTOPCKUX MPOCTOPA,
npemja OHE MOCTOje M Y cllydajy OeCKOHayHO-IMMEH3UOHATHUX IMpocTopa, mTo he ce

KacHHje BUJIETH, Y MOTHOIJIABbY 4.2.

Teopema 1.3. CBaku N — TUMEH3HOHAIHH JIMHEAPHU BEKTOPCKH TpocTop V' HaJl MoJbeM

F, V"(F), usomopgan je ca npocropom F™: V"(F) =] ™,

Jloka3s.
Hexka je {\el>, &) s \en>} natu Gasuc y mpocropy V"(FF). Ha ocnHoBy (opmyie
(1.9) je

V=X éle), YV eV®.

® Bujeknumja je npecimkasarme Koje je ncrospemeno u 1-1 u HA (cypjexyuja), Bupern [10].
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1. BekTopcku npocTopu

Koopaunare & jenHosHadHo cy oapehene. 3ancra, ako ce IPETIIOCTaBU J1a ITOCTOje

Jpyre KOOpAMHATE &, , TAKBE J1a j€
V)=> cle), V|v)eV"(F)
i=1

6uhe, Kao mocyeuIa TMHeapHe HE3aBUCHOCTH BEKTOPA CKyMa {\ e).[e) \en>}

|V>_|V>:;§i |ei>_;§i|ei>:;(§i -g)|e)=]0)
T€ j€ JacHO Ja je

& =6

Tume miro cy koopauHare & jeqHO3Ha4YHO ojapeheHe ocTBapeHa je Oujexkyuja

&
V) <>
g

mmehy V" u F™, xoja he 6utH 03HaueHa Kao

7
" IpeACTaBJbCHA MATPUIIOM-KOJIOHOM .

Heka cana 6yme u3aOpaH Ipyru BEKTOP
V)= mle)ev".
i=1

byayhu na je

" Huje meomxoxHo ma To Oyae Matpuia-konona! MaTeMaTHdapn 4ecto GMpajy MaTpHILy-BPCTY 3a
NpeCTaB/bakhe BEKTOPA ‘v> . Mehyrum, y pusuuapckoj nmureparypu ce, kao mocieauna Jlupakose HOTa-

Ij€, UCKJbYYHBO TI0JIa3H OJ1 MaTPHIIa-KOJIOHA.
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Puctuh: ENEMEHTU MATEMATUKE ®U3NKE

al)+alt) = oY &le)ra Y nle) =X (@d+ame).
ouhe

Gt agn | | ag | | & /)
f (o |v)+a,|0))= : = i+ |Fa |t
Ao+, | s, | | %, Sn T
Hakne, oujexnmja f , mobujeHa oarosapajyhum uzbopom 6asuca 'y V", 3aucra jecre
nzoMopduzam.
Q.E.D.
Nzomopduszam u3 Teopeme 1.3. HazuBa ce penpesenmosarbem BEKTOpa U3 MPOCTOPa

V"(F) nomohy BekTopa u3 mpoctopa F™, a koje ocTBapeHO oirosapajyhum u3Gopom
basucay V"(F).

Wnave, nomenyTu u3omMopdusaM MpeacTaBiba pelayujy eKxeusaieHyuje. pegexcu-

8aH je, cumMempu4an U mpaH3umueaH.
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